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Cvičeńı V

Teorie

V tomto cvičeńı se budeme zabývat úlohou LP ve standardńım tvaru. Budeme ji uvažovat v kom-
paktńım maticovém zápise

min{c>x : Ax = b, x ≥ 0},

kde b ∈ Rm, c ∈ Rn, A ∈ Rm×n.

Množinu př́ıpustných řešeńı této úlohy označ́ıme M = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}.

Definice 3.11.: Uvažujme matici A ∈ Rm×n, která má plnou řádkovou hodnost. Vyberme nějakou
množinu index̊u proměnných L ⊂ {1, 2, . . . , n} tak, aby obsahovala právě m r̊uzných položek.
Vezměme př́ıslušné sloupce matice A a sestavme z nich čtvercovou matici AL = (Aj,i), j ∈
{1, 2, . . . ,m}, i ∈ L.

• Pokud je matice AL regulárńı, pak ř́ıkáme, že L je báźı úlohy (3.4).

• Když L je báze úlohy (3.4), pak k ńı př́ısluš́ı x(L) ∈ Rn, které je jednoznačně určené
podmı́nkami Ax(L) = b a xi(L) = 0 pro všechna i /∈ L. Bod x(L) nazýváme bazické řešeńı
př́ıslušné k bázi L.

• Necht’ L je báze úlohy (3.4) a bazické řešeńı x(L) je nezáporné. Pak mluv́ıme o př́ıpustné
bázi.

• Necht’ L je báze úlohy (3.4) a př́ıslušné bazické řešeńı x(L) je optimálńım řešeńım úlohy (3.4).
Pak mluv́ıme o optimálńı bázi.

• Ř́ıkáme, že x je bazické řešeńı úlohy (3.4), jestliže existuje báze L tak, že x = x(L).

• Ř́ıkáme, že x je př́ıpustné bazické řešeńı úlohy (3.4), jestliže existuje př́ıpustná báze L tak,
že x = x(L).

• Ř́ıkáme, že x je optimálńı bazické řešeńı úlohy (3.4), jestliže existuje optimálńı báze L tak,
že x = x(L).

Uvědomme si, že bazické řešeńı je opravdu jednoznačně určeno př́ıslušnou báźı.
Lemma 3.12.: Necht’ L ⊂ {1, 2, . . . , n} je báze úlohy (3.4). Potom př́ıslušné bazické řešeńı je
určeno jednoznačně a je tvaru

x(L)L = (AL)−1b, x(L)i = 0 pro i /∈ L.

Mı́sto
”
př́ıpustné bazické řešeńı“ se také použ́ıvá termı́n

”
základńı řešeńı“; viz např. [2]. Př́ıpustná

bazická řešeńı jsou krajinńı body množiny př́ıpustných řešeńı.

Věta 3.13.: Pokud matice A má plnou řádkovou hodnost, pak množina ext(M) je rovna množině
všech př́ıpustných bazických řešeńı.
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Věta 3.13 dává návod jak numericky poč́ıtat krajńı body M : Projdeme postupně všechny možnosti
volby L ⊂ {1, 2, . . . , n}, card(L) = m. Pokud AL neńı regulárńı, přejdeme k daľśı volbě L. Když
je AL regulárńı, pak řeš́ıme soustavu ALξ = b, tj. ξ = (AL)−1b. Když ξ ≥ 0, pak jsme nalezli x(L)
krajńı bod M , kde x(L)L = ξ = (AL)−1b, x(L)|Lc = 0.

Pro krajńı směry množiny př́ıpustných řešeńı také existuje charakterizace, která umožňuje jejich
výpočet.

Nová Definice 3.13.A: Pro y ∈ Rn budeme označovat množinu index̊u jeho kladných složek
symbolem

S+(y) = {i ∈ {1, 2, . . . , n} : yi > 0}.

Věta 3.14.: Pokud hodnost matice A je m, pak plat́ı

extd(M) = {y ∈ direct(M) : card(S+(y)) ≤ m+ 1, ‖y‖ = 1}. (3.9)

Důkaz: Důkaz je uveden např́ıklad v [1], věta 2.6.6., p. 70.
Q.E.D.

Věta 3.14 dává návod jak numericky poč́ıtat krajńı směry M : Projdeme postupně všechny možnosti
volby K ⊂ {1, 2, . . . , n}, card(K) = m + 1. Pokud AK nemá plnou řádkovou hodnost, přejdeme
k daľśı volbě K. Když AK má plnou řádkovou hodnost, pak nalezneme netriviálńı řešeńı soustavy
AKη = 0. Když η ≥ 0, pak jsme nalezli y(K) krajńı směr M .

Př́ıklady

Př́ıklad 1 (5.13): Převed’te následuj́ıćı úlohu do standardńıho tvaru (př́ıpadně do tvaru nerov-
nost́ı):

max −3x1 + 5x2
za podmı́nek 5x1 + 4x2 + x3 ≥ 2

8x1 + x2 − 2x3 = 1

2x2 + x3 ≤ −2

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0

x3 ∈ R

Př́ıklad 2. Řešte př́ımou metodou následuj́ıćı úlohu a porovnejte s výsledky z minulého cvičeńı
(grafické řešeńı):

min 3x1 − x2
za podmı́nek 2x1 + x2 ≥ 2

−4x1 + 2x2 ≤ 6

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0
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Př́ıklad 3. Rozložte množinu

M =
{
x ∈ R4 : 2x1 − x2 − x3 = −2, −x1 + 2x2 − x4 = −1, x ≥ 0

}
a př́ımou metodou řešte úlohu:

min {2x1 + 2x2 − x3 − 2x4, x ∈M}

Př́ıklad 4. Př́ımou metodou vyřešte úlohu lineárńıho programováńı:

min −x1 − 2x2
za podmı́nek x1 + x2 ≤ 4

−2x1 + x2 ≤ 2

x1 − x2 ≤ 1

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0


