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Cvičeńı I

Teorie

Optimalizačńı problém. Máme danou množinu rozhodnut́ı (strategíı, variant, plán̊u...) označme
ji X, a zároveň známe oceňovaćı funkci f : X → R, která každému rozhodnut́ı x ∈ X přǐrad́ı hod-
notu f(x). Naš́ım ćılem je optimalizovat – maximalizovat nebo minimalizovat – hodnotu f na
množině X.

Pozorováńı: Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že naš́ım ćılem je minimalizovat funkčńı
hodnoty f . Pokud by totiž f představovala zisk, můžeme definovat ztrátu l = −f , nebo někdy také
tzv.

”
žal“ r = (sup f)− f , a minimalizovat novou upravenou hodnotu.

Formulaćı úlohy optimalizace mysĺıme zápis

min f(x), (1)

s.t. x ∈ X.

Terminologie.

(a) Množinu X nazýváme množinou př́ıpustných řešeńı.

(b) Funkci f nazýváme účelovou funkćı.

(c) Rozhodnut́ı x∗ ∈ X : f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ X nazýváme optimálńım řešeńım úlohy (1).

Pozorováńı Typicky X ≃ S ⊆ Rn a množinu S můžeme vyjádřit pomoćı kombinace rovnost́ı a
nerovnost́ı, které muśı vektor x ∈ Rn splňovat, aby byl př́ıpustným řešeńım pro úlohu (1). Označme
I= množinu index̊u omezeńı tvaru rovnost́ı a I≤ množinu index̊u omezeńı tvaru nerovnost́ı, přičemž
funkce, které vyjadřuj́ı rovnosti, označme hj, j ∈ I= a funkce nerovnost́ı gi, i ∈ I≤. Úlohu (1) pak
můžeme zapsat přesněji jako

min f(x), (2)

s.t. gi(x) ≤ 0, i ∈ I≤, (3)

hj(x) = 0, j ∈ I=, (4)

x ∈ Rn.

Z klasické analýzy (kalkulu) v́ıme, že v př́ıpadě, kdy f ∈ C2(a, b) a chceme naj́ıt jej́ı minimum
x∗ na intervalu [a, b], pak plat́ı

x∗ ∈ argmin
x∈[a,b]

f(x) ⇐⇒
(
f ′(x∗) = 0 ∧ f ′′(x∗) ≥ 0

)
nebo x∗ ∈ {a, b}, f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ [a, b].

Tud́ıž bud’ funkce splňuje tzv. podmı́nku druhého řádu, nebo je optimum dosaženo v krajńım
bodě množiny př́ıpustných řešeńı. Naš́ım ćılem v tomto předmětu bude zavést podobná kritéria a
algoritmy výpočtu pro optimálńı hodnoty (2), a to zejména pro problémy, kdy funkce f, gi, hj jsou
lineárńı (afinńı) nebo konvexńı.
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Formulace

Formulace 1. (Výrobńı plánováńı) Podnik vyráb́ı 2 druhy výrobk̊u V1, V2. Při výrobě se
spotřebovávaj́ı suroviny S1 a S2 a strojový čas Z1. Na výrobu 1 kg výrobku V1 se spotřebuj́ı 2
kg suroviny S1 a 6 kg suroviny S2, žádný čas na stroji. Výroba 1 kg výrobku V2 trvá 2 hodiny a
spotřebuje 5 kg suroviny S1 a 1 kg suroviny S2. Na 1 den máme k dispozici 20 kg S1, 15 kg S2 a
13 hodin na zař́ızeńı Z1. Při prodeji pak podnik źıská 2 Kč za 1 kg V1, 4 Kč za 1 kg V2.

1. Co jsou proměnné/rozhodnut́ı? Jaký maj́ı charakter?

2. Jak byste úlohu formulovali?

3. Jaké jsou daľśı možné zápisy takové optimalizačńı úlohy?

4. Kde bychom očekávali řešeńı?

5. Dá se úloha znázornit graficky?

Formulace 2. (Dopravńı problém) Mějme 1 typ neomezeně dělitelného produktu, který chceme
přepravit od m výrobc̊u k n odběratel̊um. Známe požadavky odběratel̊u (j-tý chce bj) a kapacity
výrobc̊u (ai je kapacita i-tého výrobce). Chceme splnit požadavky odběratel̊u a přitom minimali-
zovat náklady na přepravu (na přepravu 1 kusu zbož́ı od i-tého výrobce k j-tému odběrateli jsou
cij). Formulujte úlohu jako optimalizačńı problém.

Formulace 3. (Přǐrazovaćı problém.) V podniku pracuj́ı 3 skupiny S1, S2, S3. Každá skupina
může za týden zhotovit jednu ze 3 zakázek Z1, Z2, Z3. Kvalita a také cena zakázky záviśı na tom,
která skupina ji zhotov́ı. Předpokládané zisky v tiśıćıch Kč udává tabulka. Ćılem úlohy je přǐradit
zakázky pracovńım skupinám tak, aby výsledný celkový zisk byl maximálńı.

Z1 Z2 Z3

S1 4 3 2

S2 6 4 3

S3 4 4 4

1. Co jsou proměnné/rozhodnut́ı? Jaký maj́ı charakter?

2. Je zakázka unikátńı? (konkrétńı zákazńık) Nebo je to typ výrobku? (co by to změnilo v
modelu?)

Formulace 4. (Problém obchodńıho cestuj́ıćıho.) Mějme n zákazńık̊u. Cena přepravy od
zákazńıka i k zákazńıkovi j je cij. Ćılem je je všechny navšt́ıvit za minimálńıch náklad̊u. Zkuste
zformulovat úlohu.


