Konvexni funkce

Definice 2.30.: Nechf je X C R™ konvexni mnozina. Rekneme, Ze je funkce f : X — R konvezni,
jestlize pro kazdé x,y € X a A € (0,1) plati f(Ax + (1 —XN)y) < Af(x)+ (1 —N)f(y).
Rekneme, Ze funkce f : X — R je konkavni, jestlize —f je konvexni funkce.
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Konvexni funkce

Definice 2.30.: Nechf je X C R™ konvexni mnozina. Rekneme, Ze je funkce f : X — R konvezni,
jestlize pro kazdé x,y € X a A € (0,1) plati f(Ax + (1 — N)y) < Af(x) + (1 —X) f(y).
Rekneme, Ze funkce f : X — R je konkavni, jestlize —f je konvexni funkce.

Uzitecna kritéria konvexnosti jsou znama pro diferencovatelné funkce jedné proménné.

Lemma 2.31.: Necht Z C R je otevieny interval a funkce f : 7T — R je diferencovatelnd v kazdém bodé
Z. Pak f je konvexni funkce tehdy a jen tehdy, kdyz ' je neklesajici funkce na T.

Kdyz ma funkce druhou derivaci, pak o jeji konvexnosti rozhoduje znaménko druhé derivace.

Lemma 2.32.: Necht T C R je otevieny interval a funkce f : T — R je dvakrdt diferencovatelnd
v kazdém bodé L. Pak f je konvexni funkce tehdy a jen tehdy, kdyz f"'(x) > 0 v kazdém bodé x € Z.

Ve vice dimenzich existuje obdoba obou lemmat. Formulace lemmatu 2.31 ve vice dimenzich jiz neni
tak nazorna a vyuziti také neni tak primocaré, jako tomu bylo v jedné dimenzi. V tomto textu si uvedeme
pouze preformulovani lemmatu 2.32 pro vice dimenzi.

Lemma 2.33.: Necht X C R" je oteviend konvexni mnozina a funkce f : X — R md spojité druhé
parcialni derivace v kazdém bodé X. Pak f je konvexnt funkce tehdy a jen tehdy, kdyz matice (Hessian)
9e7ich druhych parcidalnich derivaci V?m f () je pozitivné semidefinitni v kazZdém bodé x € X .
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Konvexni funkce

Lemma 2.33.: Necht X C R" je oteviend konvexni mnozina a funkce f : X — R md spojité druhé
parcidlni derivace v kazdém bodé X. Pak f je konvexnt funkce tehdy a jen tehdy, kdyz matice (Hessian)
gejich druhych parcidlnich derivact Vfw f (x) je pozitivné semidefinitni v kaZdém bodé x € X .

Lemma 2.34.: Pro symetrickou matici A € R™*" je ndsledujici ekvivalentni:
o A je pozitivné semidefinitng.
o Pro kazdé x € R™ plati x" Az > 0.
e Vsechna vlasini cisla matice A jsou nezdpornd.

e Determinanty vsech hlavnich podmatic matice A jsou nezaporné, 1.

VIc{1,2,...,n}, I#0 je det(A;;,2,5€l)>0.

o Fxistuje requldarni matice (Q a diagondlni matice A s nezdapornymi prvky na diagondle tak, Ze

A=0QTAQ.
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(Positive Semidefinite)

Lemma 2.34.: Pro symetrickou matici A € R™*"™ je ndsledujici ' Az >0 Vz#0
e A je pozitivne semidefinitnyg.
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Konvexni funkce

Lemma 2.33.: Necht X C R" je oteviend konvexni mnozina a funkce f : X — R md spojité druhé
parcialni derwace v kazdém bodé X. Pak f je konvexni funkce tehdy a jen tehdy, kdyz matice (Hessian)
9ejich druhych parcidalnich derivaci me f () je pozitivné semidefinitni v kazZdém bodé x € X .

Lemma 2.34.: Pro symetrickou matici A € R™*" je ndsledujici ekvivalentni:

Find the eigenvalues of [f
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o A je pozitivné semidefinitng.
o PTO k&gdé €T & ]Rn platz’ .’I,'TACC Z (0. (:i I\ + \?) — 4

o Vsechna vlastni ¢isla matice A jsou nezdporna.

o Determinanty vsech hlavnich podmatic matice A jsou nezdporné, tj.

VIc{l,2,...,n}, I#0 je det(A;;,2,5€l)>0.

o Fxistuje requldarni matice (Q a diagonalni matice A s nezdpornymi prvky na diagondle tak, Ze

A=QTAQ.




Konvexni funkce

Lemma 2.33.: Necht X C R" je otevrend konvexni mnozZina a funkce f : X — R md spojité druhé
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Lemma 2.34.: Pro symetrickou matici A € R"*" je nasledugict ekvivalen |5 ¢ 7 &
13 14 15 16/
o A je pOZ’it’L"URé semz'deﬁm'tm’. Hlavni podmatice maiji stejny vybér fadkovych a sloupcovych index:
{¢1), (6), (11), (16 )}
> 14 n el 1 2 1 3 1 4 6 7 6 8 11 12
e Pro kazdé x € R platzx szo [(56"(911"(1316"(1011"(1416’ 15 16
1 2 3 1 2 4 \
. . . . , , (|5 s 7[,'568|,‘91112[,\101112l»
e Vsechna vlasini cisla matice A jsou nezdpornd. 9 10 11! '13 14 16/ 13 15 16) 114 15 16 )°
1 2 3 4
. . , , , , ) P [ 5 6 7 8
o Determinanty vSech hlavnich podmatic matice A jsou nezaporné, t. 9 10 11 12

13 14 15 16

VIC{].,Z,...,TL}, I#@ 7€ det(Ai,j,i,jGI)ZO.

o Fxistuje reqularni matice () a diagonalni matice A s nezapornymsi prvky na diagondle tak, Ze

A=0QTAQ.



Konvexni funkce - pfiklady



Konvexni funkce - pfiklady

Priklad 4.3. a) f, g konvexni funkce, o, 8 > 0 = af + g je konvexni funkce
b) f; je konvexni funkce = sup f; je konvexni funkce,



Konvexni funkce - pfiklady

Priklad 4.4. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich funkci je konvexni:

) frmy) = foa o [l
b) fz,y) = 2,y >0,

4
c) flz,y) = (2* +y?),
d) f(z,y,2) =2+ y* — 2% + 2xy + 222 + 2y=2,
e) f(a:,y):xylog:cy,x>0,y>0

Lemma 2.38.: Necht je X C R™ konvexni mnozina, h : X — R je (afinné) linedrni funkce a g : R — R
je konvexni funkce Pak f : X — R :x +— g(h(x)) je konvexni funkce.

Lemma 2.39.: Necht je X C R"™ konvexni mnoZina, h : X — R je konvexni funkce a g : R — R je
neklesajict konvexnt funkce Pak f : X — R : x> g(h(x)) je konvexni funkce.



Konvexni funkce - pfiklady

Priklad 4.4. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich funkci je konvexni:

) (1) = [o1] &t [
b) f(a:,y):%,y>0,

4
c) flz,y) = (2* +y?),
d) f(z,y,2) =x°+y* — 2% + 20y + 222 + 2y=2,
e) f(x,y) =zylogzy, x>0,y > 0.
Resent.

a) ano, kazda norma je konvexni, z trojuhélnikové nerovnosti

Az 4 (1 = Ayll < Allzfl + (1 = A) [[y]]

o

f. g konvexni funkce, o, 5 > 0 = af + Bg je konvexni funkce



Konvexni funkce - pfiklady

Priklad 4.4. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich funkci je konvexni:

2) gt Slogtec el g TE e
b) f(xvy):%vy>07 QX,_/? W’b%
4 2

c) f(z,y) = (2> +y°) ;}é; _
d) f(z,y,2) =x°+y* — 2% + 20y + 222 + 2y=2, e

e) f(z,y) =azylogzy, x>0,y > 0. U x #

§ 9% ¢ o
Resend.

b) ano, hessian H(x,y) je pozitivné semidefinitni matice:

([ 2y —2x/y’
det (%;) 20 pa >0 s H(z,y) = ( —2x/y*  2x*/y° ) ’
2 & — !X
det (55) 20 7470/ % 5\ e
¢ -%z %: }‘f 9"?‘/"0 20/



Konvexni funkce - pfiklady

Priklad 4.4. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich funkci je konvexni:

) frmy) = foa o [l
b) f(z,y) =2,y >0,

1
c) flz,y) = (22 +y°)
d) f(z,y,z) =x° +y* — 2% + 20y + 222 + 2y2,
e) f(z,y) =xylogzy, x>0,y > 0.

Lemma 2.38.: Necht je X C R™ konvexni mnozina, h : X — R je (afinné) linedrni funkce a g : R — R
je konvexni funkce Pak f : X — R :x +— g(h(x)) je konvexni funkce.

Lemma 2.39.: Necht je X C R"™ konverni mnozina, h : X — R je konvexni funkce a g : R — R je
neklesajict konvexnt funkce Pak f : X — R : x> g(h(x)) je konvexni funkce.
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Konvexni funkce - pfiklady

Priklad 4.4. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich funkci je konvexni:

) frmy) = foa o [l
b) f(z,y) =%,y >0,

4
c) f(z,y) = (2% +y?)
d) f(z,y,2) =x°+y* — 2% + 20y + 222 + 2y=2,
e) f(z,y) =xylogzy, x>0,y > 0.
Resend.

d) ne, matice druhych derivaci neni pozitivné semidefinitni (posledni prvek diagonaly je zaporny)
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Konvexni funkce - pfiklady

Priklad 4.4. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich funkci je konvexni:

3) flor. . ay) = o]+t 2,
b) f(z,y) =%,y >0,
(2 4 2)\4 Jé éf({ )+ X
c) f(z,y) (5’3 ‘I‘?J)a (i f)(/gf/ ?
d) f(l‘,y,fz)=$2+y2—22+2$y+2$2+2yz, (/ﬂf@% /1
e) f(x,y):a:ylogazy,az>0,y>0. 2 d/k/
2f .
r)
Resend.

e) ne, hessian H (x,y) neni pozitivné semidefinitni matice na celém defini¢cnim oboru funkce.

( y/aj 2 + log ajy ) (V [ () je pozitivné semidefinitni v kazZdém bodé:z:é)()

2 + log xy x /vy

M{fyf >0 pro x>0 4 y>ﬁ
AU (%) 20 P07 Y0 4l W) - - (1+dog xy) 20 ixq,  NE



Konvexni funkce - pfiklady

Priklad 4.5. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich mnozin je konvexni:

a) {z,y € R:e” +e¥ <10}
b) {x,yER:xz—l—yQSS,ex—l—eySlO}

Véta 2.40.: Necht je X C R™ konvexni, f : X — R je konvexni funkce a r € R. Pak mnoZiny
{xe X : fx)<r},{zeX : f(z) <r} jsou konvexnt.



